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GENESIS OF THE CONCEPT OF ALGORITHMIC THINKING AND THE NATURE OF MATHEMATICS

Summary. The article investigates the genesis of the algorithm concept. It is mentioned that the concept of algo-
rithm and algorithmic thinking appeared much earlier than the word algorithm.The linguistic and methodological bases
of mathematics and, in particular, of algorithmization, the role of the algorithm concept in the educational process and
other human activities are analyzed. Algorithmics are a fundamental requirement in solving many types of problems
and, in particular, in computer science. Algorithmic thinking means the presence of skills and competencies to apply
algorithms to solve problems and to be aware of sequences of algorithms in the logical demonstration of statements.
The content of the article is developed in the aspects of the educational process.
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Rezumat. Articolul abordeaza geneza conceptului de algoritm. Se mentioneaza ca atat conceptul de algoritm, cat
si cel de gandire algoritmica au aparut cu mult inainte de cuvantul algoritm. Sunt analizate bazele lingvistice si meto-
dologice ale matematicii si, in particular, ale algoritmizarii, rolul conceptului de algoritm in procesul educational si in
alte activitati umane. Algoritmizarea este o cerinta fundamentala in rezolvarea multor tipuri de probleme, in special,
in informatica. Gandirea algoritmica inseamna prezenta abilitatilor si competentelor de a aplica algoritmi la rezolvarea
problemelor si de a constientiza secvente de algoritmi in demonstrarea logica a afirmatiilor. Continutul articolului este
dezvoltat sub aspectul procesului educational.

Cuvinte-cheie: algoritm, gandire algoritmica, semantica, semiotica, proces educational.

algoritmice se preteaza mai ales rezolvarii problemelor
bine definite.

Un algoritm, in sens general, este o secventa fi-
nita si ordonata de reguli sau proceduri care trebuie
respectate in procesul de rezolvare a unor probleme.
Exista diverse definitii ale conceptului de algoritm. In
activitatea umand cu algoritmi in sens general ne in-
talnim la orice pas: la confectionarea diferitor obiec-
te; la realizarea, pe baza unui proiect, printr-un an-
samblu de operatii de prelucrare si asamblare, a unui
sistem tehnic complex; la pregatirea diferitor bucate
etc. [3; 4; 5].

In logica matematici si informaticd conceptul de
algoritm se utilizeaza intr-un sens mai strict si mai res-
trans. In celelalte domenii ale matematicii acest ter-
men se foloseste in sens general.

A forma o gandire algoritmicd inseamna a dez-
volta abilitati si competente de a aplica algoritmi la

Tot ceea ce suntem este rezultatul
a ce am gandit. Mintea este totul.
Devenim ceea ce gindim.
Buddha

INTRODUCERE

Gandirea se defineste drept un proces psihic co-
gnitiv care reflectd in mod abstract si general esenta
lucrurilor si a relatiilor dintre ele, utilizand limba sau
alt sistem de semne ca instrument, si are drept pro-
duse notiuni, judecdti, rationamente [1]. In procesul
de gandire se formeaza idei despre lucruri, anumite
judecati si rationamente, abilititi si competente,
reflectii asupra realitatii. Exista sase operatii funda-
mentale ale gandirii: analiza, sinteza, comparatia,
abstractizarea, generalizarea, concretizarea. Functia
de baza a gindirii este rezolvarea problemelor care
asigurd integrarea persoanei in mediu. Existd doua

strategii majore pentru rezolvarea de probleme: stra-
tegiile algoritmice si strategiile euristice [2]. Strategiile
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rezolvarea problemelor, a constientiza demonstratiile
algoritmice ale unor teoreme si asa operatii mentale
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ca descompunerea (fapt ce permite a vedea partile
componente ale problemei), abstractizarea, genera-
lizarea (identificarea unor probleme similare), con-
ceptualizarea (capacitatea de a avea o mentalitate
inovatoare care genereazd idei si de a forma abstrac-
tii). Gandirea algoritmicd este importanta din urma-
toarele motive:

» este o abordare structurata pentru a rezolva
problemele;

= rezolvarea algoritmicd reprezinta constructiv
componentele problemei;

®» procesul de rezolvare algoritmica utilizeaza di-
verse idei si niveluri de abstractizare;

» algoritmul rezolva simultan o clasa de probleme
si constituie o generalizare a rezolvérii unei probleme
concrete;

= activitatea in multe domenii cere un mod algo-
ritmic de abordare a realitatii;

* rezolvarea problemelor in activitatea profesiona-
14 presupune folosirea cunostintelor dobandite in ca-
drul studiilor si in experienta de viatd;

* cu resurse computationale se pot rezolva numai
problemele ce admit o abordare algoritmica si, prin
urmare, gandirea algoritmicd este mult mai generala
decat cea computationala;

» orice algoritm construit poate fi considerat un
pas in crearea altor algoritmi noi;

* invatd a lua decizii operative in diverse situafii
(omul mereu se afld la rdscruci de drumuri);

» dezvolta o gandire logica, eficientd si organizata.

Interesul si preocuparea pentru formarea gandirii
algoritmice s-a manifestat in toate timpurile. Din an-
tichitate si pana astdzi au fost emise diverse ipoteze cu
referire la conceptul de gandire algoritmica.

GENEZA NOTIUNII DE ALGORITM

Geneza notiunii de algoritm interfereazd cu naste-
rea si evolutia matematicii si limbajelor, cu necesitdtile
aplicative ale matematicii.

Cuvantul algoritm are la origine numele in varian-
talatind a matematicianului persan al-Khwarizmi (anii
790-840), numele complet Abu Abdullah Muhammad
bin Musa al-Khwarizmi. Cele mai importante propri-
etati ale unui algoritm sunt: corectitudinea (furniza-
rea unei solutii corecte a problemei date); caracterul
determinist (executarea repetatd a algoritmului duce
intotdeauna la aceleasi rezultate); generalitatea (ca-
pacitatea de a rezolva o anumita clasd de probleme).
Pentru algoritmii din informatica sunt importante si
urmatoarele proprietati: claritatea (pasii care trebuie
parcursi sunt descrisi cu exactitate si fard ambiguitati);
verificabilitatea (fiecare pas sa poata fi verificat intr-un

timp rezonabil); optimalitatea si finitudinea (se termi-
nd dupd un numar minim de pasi) [3; 6; 7; 8; 9].

Definitii formale si echivalente ale conceptului de
algoritm de calcul au fost date in anii *30-°55 ai se-
colului al XX-lea in lucrdrile lui Kurt Friedrich Godel
(1906-1978), Jacques Herbrand (1908-1931), Stephen
Cole Kleene (1909-1994), Emil Leon Post (1897-
1954), Alonzo Church (1903-1995), Alan Mathison
Turing (1912-1954), Norbert Wiener (1894-1964),
Andrei A. Markov, junior (1903-1979), Andrei N. Kol-
mogorov (1903-1987), Alexey A. Lyapunov (1911-
1973) [7; 8; 10; 11]. Este destul de explicita formula
Algoritm = logica + control din lucrarea [11].

Conceptul de algoritm a aparut in legitura cu
rezolvarea ecuatiilor pétrate. Marele savant persan
al-Khwarizmi a propus o metoda generala de rezolvare
a ecuatiilor pétrate. De exemplu, pentru a obtine solu-
tiile ecuatiei pétrate 5x? — 35x + 60 = 0, al-Khwarizmi
propune utilizarea succesivd a urmatoarelor calcule:

Pasul 1. Calculam pétratul coeficientului terme-
nului liniar: 35- 35 = 1225;

Pasul 2. Calculam produsul coeficientului terme-
nului patratic la termenul liber:

5. 60 =300

Pasul 3. Calculim produsul numarului 4 cu nu-
mdrul obtinut la Pasul 2:

4.300=1200;

Pasul 4. Din numarul obtinut la pasul intéi scé-
dem numarul de la Pasul 3:

1225 - 1200 = 25;

Pasul 5. Calculam radécina patratd a numarului
calculat la Pasul 4:

V25 = 5;

Pasul 6. Din opusul coeficientului termenului lini-
ar scaidem numadrul calculat la Pasul 4:

35-5=30;

Pasul 7. La opusul coeficientului termenului liniar
adaugdm numarul calculat la Pasul 4:

35 +5=40;

Pasul 8. Calculdm produsul numarului 2 la coefi-
cientul termenului patratic:

2-5=10;

Pasul 9. Calculam prima rddacina x, = 30:10 = 3,
care este raportul dintre numerele obtinute la Pasii 6
i 8;

Pasul 10. Calculim a doua radacind x,=40:10=4,
care este raportul dintre numerele obtinute la Pasii 7
si 8.

In secolul al XII-lea, cartea lui al-Khwarizmi a
fost tradusd in limba latina cu titlul Algoritmi de nu-
mero Indorum. In ea se expunea sistemul pozitional
zecimal de numeratie, algoritmii de adunare si inmul-
tire a numerelor naturale etc.
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Scrierea ecuatiei patrate la forma generala

ax’> +bx+c¢=0 (1)
a aparut cu mult mai tarziu. Calculul reprezentat de
pasii 1-10 realizeaza calculul raddcinilor conform for-
mulelor:

—b—VbZ%—-4ac —b+Vb%—-4ac
XN = Xp=————. (2)
2a 2a

Aceste formule nu puteau fi scrise pe atunci din
cauza lipsei unui limbaj matematic adecvat, dar mate-
maticienii intuitiv le cunosteau.

In antichitate, in Egipt, Babilon si Grecia, ecuatiile
(1) se rezolvau grafic cu ajutorul riglei, compasului si
al altor instrumente [12]. Matematicienii din Grecia
Anticd scriau ecuatia in felul urmator:

X-px+q°=0, (L.1)
X-px-q°=0, (1.2)
X+px+q°=0, (1.3)
X+px-q°=0, (1.4)

unde p > 0, g > 0. Fiecare dintre aceste patru ecuatii se
rezolva geometric dupa un anumit algoritm.

Cazul I. Ecuatia (1.1): x°- px +¢°=0.

Solutiile acestei ecuatii sunt:

Se calculeazd numai solutiile reale. Daca p < 2g,
atunci ecuatia nu are solutii reale. Daca p = 2¢, atunci
ecuatia (2) este echivalentd cu ecuatia (x - g)>= Osi are
doud solutii egale x = x,= q. Fie p > 2q. Efectudm ur-
matoarele calcule grafice:

p

1.y,=5

2. Construim triunghiul dreptunghi A0C cu ipo-
tenuza A0 = ‘g =y, sicateta AC = q (figura 1).

3. Construim cercul w cu centrul 0 sirazar=0C.

4. Construim punctele D, si D, de intersectie a
dreptei 0A cu cercul wunde D, este situat intre 0 si A.

5.x= ADI, x2=AD2. A

Figura 1. Construirea solutiei -
parte a algoritmului.
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Demonstratie: Conform Teoremei lui Pitagora,

’__q Deci, AD1=§ ’p——qz—xlsl
p /
ADZ_E D

Cazul II. Ecuatia (1.2) x’- px - ¢*=0:
Solutiile ei sunt:

Efectudm urmatoarele calcule grafice similare cu
cazul precedent:
_p
1. yl ==

2. Consztruim triunghiul dreptunghi AOC cu ipo-
tenuza A0= 122 =y, si cateta AC = g (figura 1).

3. Construim cercul w cu centrul 0 sirazar = 0C.

4. Construim punctele D, si D, de intersectie a
dreptei 0A cu cercul w unde D, este situat intre 0 si A.

5.1x)= AD , x =AD,,

Demonstratie: Conform Teoremei lui Pitagora

2
04 = pz+ g% . Deci, AD; = =-x §i

p* .,
3 T

NS

P, [P
A=zt

Cazul III. Ecuatia (1.3): x*+ px + ¢*= 0. Efectuand
substitutia y = -x, obtinem ecuatia y*- py + g*°= 0 si
reducem la cazul L.

Cazul IV. Ecuatia (1.4): x° + px - g°= 0. Efectuand
substitutia y = -x, obtinem ecuatia y*- py - ¢°=0si o
reducem la cazul II.

Calculul reprezentat de o formuld pentru fiecare
caz concret poate fi caracterizat drept realizarea unui
algoritm. Prin urmare, fiecare formula de calcul poate
genera un algoritm. In perioada de pani la crearea lim-
bajului matematic se cunostea algoritmul de calcul, dar
nu era scrisa explicit formula de calcul pe care, proba-
bil, matematicienii o sesizau intuitiv. Asa algoritmi de
calcul se regédsesc in papirusurile stravechi: Papirusul
Rhind din British Museum si Museum in New York
City, care este un document din Egiptul Antic scris
de scribul Ahmes in jurul anului 1650 i. Hr., copiat
de pe alt document mai vechi cu cel putin doua seco-
le si care contine 85 de probleme de matematica; Pa-
pirusul din Berlin, scris in perioada 1650-1990 i.Hr.;
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Papirusul Matematic din Moscova, scris aproximativ
in 1950 1.Hr. Aceste documente contin rezolvari algo-
ritmice care corespund formulelor de calcul al ariilor
triunghiurilor, volumelor cubului si trunchiului de pi-
ramida etc.

Algoritmul lui Euclid, o metoda eficienta de calcul
al celui mai mare divizor comun si ciurul lui Eratoste-
ne, un algoritm simplu de descriere a tuturor numere-
lor prime pana la un intreg specificat, a fost descoperit
inca in Grecia Antica. Algoritmul lui Euclid are multe
aplicatii teoretice si practice: in criptografie, algebra
abstractd, la rezolvarea ecuatiilor diofantice etc.

Dupa cum observam, conceptul de algoritm a apa-
rut cu mii de ani inainte de definirea notiunii de algo-
ritm.

Mentiondm cd din punct de vedere al logicii ma-
tematice notiunea de formuld calculabila este compli-
catd. E mai simplu de vorbit despre formule numeri-
ce calculabile. Formula sau expresia f(x,, x,, ..., x,) se
numeste numeric calculabild in cazul in care pentru
orice numere date X X . X PUtem afla dacé expre-
sia f(xl, Xy e xn) are sens, iar pentru orice numere
X, X, ..., X, CU sens, existd un unic algoritm de calcul al
valorii numerice x = f(x, X, ..., X ).

Vom considera ca:

1. expresiile X+ X, X, =Xy, X0 Xy, X DX, AX, Y, Y,
%/x..., sunt formule calculabile;

2. daca f(xl, Ky ons X ) §(X s Xy eeis X, )5 s gn(thnrl,
X ),
unde 1 <m <m,<..<m  <m =m sunt formule
calculabile, atunci si compozitia lor f(g,(x,, ... , xml),
gn(thml, . xm) este o formula calculabila.

Observim cd in multimea numerelor pozitive,
formula X, - Xx,are sens numai pentru X, > X, iar in
multimea numerelor reale formula v/x are sens numai
pentru x = 0.

Multi algoritmi de calcul reprezintd formule de
calcul, dar notiunea de algoritm de calcul este mai ge-
nerald. De exemplu, algoritmii de calcul cu ajutorul
diferitor abace, aparute in civilizatiile antice cu cel pu-
tin 3 000 ani 1.Hr., realizeazd operatiile de adunare sau
scadere, dar actiunile efectuate nu pot fi descrise prin
formule.

BAZELE LINGVISTICE ALE GANDIRII
ALGORITMICE

Majoritatea cuvintelor unei limbi naturale se refe-
rd la notiuni, obiecte si locuri in spatiu-timp. Cuvin-
tele semnificd obiectele prin intermediul conceptelor.
Dupa cum mentioneaza E. Coseriu, un concept ca ata-
re nu poate sd se actualizeze, nici ,,sa se identifice” cu o
reprezentare, cici asta ar echivala cu transformarea lui

intr-un ,,obiect”, adica in altceva decat este conceptul
insasi” [13, p. 301-302].

Cu alte cuvinte, un concept este totdeauna ,vir-
tual”. Spinoza spunea: ,,Adevirata definitie a oricarui
lucru nu implicd nimic §i nu exprima nimic decat na-
tura lucrului definit”. Pentru Aristotel [14], numele
sunt simboluri ale conceptelor, iar conceptele sunt
reprezentari ale lucrurilor, acest proces desfasuran-
du-se independent de limbaj, astfel incat formarea
conceptelor ca reprezentiri ale formei lucrurilor
supuse examindrii are loc inainte si independent de
achizitia limbajului. Lucrurile si conceptele sunt ace-
leasi pentru toti. Ceea ce e diferit este simbolul, adica
numele. Sensul cuvintelor si evolutia sensurilor cu-
vintelor se studiaza de semantica, o ramurd a lingvis-
ticii. Din punct de vedere metodologic relatiile dintre
semanticd si sintaxa sunt echivalente cu relatiile
dintre fond si forma.

Notiunile empirice sunt notiunile care au apéarut
in mod spontan in procesul real al vietii. Notiunile
empirice din limbajele naturale au, de reguld, un con-
tinut vag. Aceste notiuni au fost abordate in diferite
moduri in diferite timpuri. Dupa cum afirma Go-
ttfried Wilhelm Freiherr von Leibniz (1646-1716),
»Dacd s-ar da definitii edificatoare, disputele ar inceta
curdnd”. Aseminator gandea Voltaire (1694-1778):
»Dacd vrei sd discuti cu mine, defineste-ti termenii” si
André Maurois (1885-1967): ,,Se poate dovedi orice
dacd cuvintele de care te servesti nu sunt clar definite”.
In limbile naturale (vorbite) existd diverse imbinari de
cuvinte (expresii idiomatice, proverbe, zicale, maxi-
me, aforisme) in care fiecare cuvant isi pierde partial
sau total continutul individual, iar imbinarea prezinté
un continut nou. De exemplu: a spdla putina, a ciuta
acul in carul cu fan, graba stricd treaba, a bate apa-n
piud, a vorbi pe sleau. Aceste imbindri creeaza proble-
me mari traducétorilor.

Notiunile stiintifice au aparut pe parcursul dezvol-
tarii teoriilor stiintifice. Cuvintele drum, casd, automo-
bil reprezinta notiuni empirice, iar cuvintele triunghi,
linie dreaptd, vocald reprezinta notiuni teoretice.
E. Coseriu introduce conceptul de functie semnifica-
tivd care constd in ,,stabilirea unei conexiuni func-
tionale intre un semnificat si un semnificant” [15,
p. 55; 16]. Exista diferite limbaje si diferite sisteme de
semne. Potrivit uneia dintre principalele ipoteze ale
semioticii, intre diferite ,,sisteme de semne” existd o
»asemanare structurald” [17]. Acest principiu std la
baza inteligentei artificiale si, in particular, al traduce-
rilor automate care au inregistrat succese fantastice in
ultimii ani. Sistemele compuse si grandioase se bazea-
za pe mai multe limbaje care servesc diferite niveluri
ale proceselor informationale. Studiul interactiunii
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limbajelor este o problema complicata si importantd a
multilingvismului. De exemplu, programatorul trebu-
ie sa tind cont de interactiunile dintre limbajul natu-
ral, limbajul de programare si limbajul calculatorului
(software-ul calculatorului).

Din punct de vedere abstract, existd un limbaj
universal care contine izomorfic orice limbaj cunoscut
pe moment. Un limbaj universal ar contine o totalita-
te consistentd de sinonime si imbindri de cuvinte cu
anumite semnificatii.

Notiunile empirice si stiintifice, dinamica lor
si relatiile dintre ele au fost studiate si de Lev Vi-
gotsky [18]. In opinia lui, notiunile se nasc, se dez-
voltd trecand anumite stadii, ajung la maturitate si
in dezvoltarea lor mereu isi schimba formele. De
exemplu, ideile intuitive de dependenta functionala
si de continuitate au apdrut in cele mai indepértate
timpuri. Se cunostea ca aria patratului depinde de
madrimea laturii, aria cercului depinde de marimea
razei, aria triunghiului depinde de bazi si indltimea
citre baza etc. Notiunea de continuitate este asociatd
cu structura numerelor reale si ordinea punctelor pe
dreapta:

= pentru orice doud numere a si b, unde a< b,
existd un numdr c astfel incat a < ¢ < b;

» pentru orice doud puncte diferite A si B existd
un punct C, astfel incat C este situat intre A si B;

* pe orice semidreaptd [ cu originea A si orice
numdr b exista un punct B, astfel incat distanta din-
tre punctele A si B este egald cu b.

Aceste idei si metoda coordonatelor, care a aparut in
Geometria lui René Descartes din 1637 si in unele luc-
rari nepublicate ale lui Pierre de Fermat din anii 1635-
1645, au stat la baza aparitiei conceptului de functie.

Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz si Johann
Bernoulli introduc notiunea de functie care prac-
tic coincidea cu conceptul de reprezentare analitici.
Ulterior, definitia functiei a fost datd de Leonhard
Euler in 1751 si deja intr-o formd aproape moderna
in lucrarile lui Sylvestre Frangois Lacroix in 1806, ale
lui Nikolai Lobacevski in 1834, ale lui Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet in 1837 pentru functii nu-
merice, fiind extinsa ulterior pentru functii vectoria-
le. In 1879 Friedrich Ludwig Gottlob Frege introduce
functiile logice, iar odatd cu dezvoltarea teoriei mul-
timilor de Georg Cantor apare conceptul contempo-
ran de functie (aplicatie) in lucrarile lui Julius Wil-
helm Richard Dedekind in 1887 si Giuseppe Peano in
1911. Continuitatea functiei avea initial un caracter
intuitiv si conceptul (g,0)-continuitate apare pentru
functii numerice in lucrérile lui Bernard Bolzano in
1817 si Augustin-Louis Cauchy in 1921. Bernard
Bolzano in 1830 introduce conceptul de continuitate
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uniformd, dar lucrarile lui au fost gasite si publicate
abia in 1930. Edouard Goursat (1902-1913) si Cami-
lle Jordan (1909) introduc continuitatea in punct si
continuitatea unilaterald pentru functii de variabila
reala. Continuitatea uniforma a functiilor reale apare
in 1872 in lucrarea lui Eduard Heine care a folosit
unele idei din cursul de prelegeri ale lui Peter Gustav
Lejeune Dirichlet din 1854. Maurice René Fréchet in
1906 a introdus conceptul de spatiu metric si a extins
notiunea de continuitate pentru aplicatii ale spatiilor
metrice. Conceptul de continuitate pentru aplicatiile
spatiilor topologice a fost extins de Felix Hausdor-
ff in 1914, iar André Weil in 1937 defineste spatiile
uniforme, continuitatea si continuitatea uniforma
pentru aceste spatii. In prezent, termenul continuitate
este folosit in diverse sensuri pentru diferite structuri
matematice.

Nivelul unui limbaj artificial depinde de ,,apro-
pierea” lui de un limbaj natural. In multe cazuri doi
oameni pot sd aiba reprezentdri diferite ale aceluiasi
cuvant dintr-un limbaj natural. In cazul limbajelor
matematice si, in particular, in cazul limbajelor de
programare notiunile stiintifice sau sunt primare, sau
se definesc. Notiunile primare se descriu cu ajuto-
rul unui sir finit de afirmatii, care in matematici se
numesc axiome sau postulate. Aceste axiome nu se
schimba de-a lungul timpului. In limbajele artificiale
numarul notiunilor primare ramane constant si cele-
lalte notiuni se definesc, iar afirmatiile noi se demon-
streaza.

Abordarea sintactico-semantica a definirii no-
tiunilor permite rezolvarea multor probleme si de-
monstrarea unor teoreme sub forma unui sistem de
procese algoritmice. Aceastd abordare permite sta-
bilirea unor relatii constructive intre limba si gan-
dire, intre limba si realitate. In particular, universul
algoritmic este o structura lingvistico-logicd in care
fiecare cuvant isi péstreaza totalmente continutul
individual.

H. Gardner [19] afirma cd orice persoand dis-
pune de anumite tipuri de inteligenta si, prin urma-
re, procesul educational trebuie sa ofere posibilitati
ca fiecare om sa atingd obiectivele profesionale si
vocationale care sunt adecvate pentru spectrul lui
special de inteligente. Observam cd inteligenta ma-
tematica-logica este in concordanta cu inteligenta
vizual-spatiald si inteligenta verbal-lingvistica dupa
Gardner. Prin urmare, educatia algoritmica se ajus-
teazd nu numai la inteligenta matematica-logica, ci
si la celelalte forme de inteligenta [20; 21]. Diverse
probleme asociate cu relatiile dintre matematica, in-
formatica si lingvisticd au fost examinate in [3; 17;
18; 22; 23; 24; 25; 26; 27].
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METODA ALGORITMICA DE REZOLVARE
A PROBLEMELOR

Elaborarea unui algoritm presupune cateva etape.
In primul rand, se formuleazi clasa de probleme II.
Aceasta clasa de probleme este omogena: doua proble-
me din clasa se deosebesc prin structura datelor initi-
ale. Prin urmare, putem considera ci problemele din
clasa IT au forma P, unde P = {p, p,, ...,p,} sunt sim-
bolurile datelor initiale. Este cunoscutd si o multime S,
care prezinta solutiile posibile pentru fiecare problema
din clasa respectiva.

Solutiile se afld in anumite relatii cu datele initiale.
Parametrul simbolic p, primeste valori dintr-o multi-
me de date initiale P. Pentru datele initiale concrete P
solutia poate fi un element din multimea S care se afld
in relatiile stabilite cu datele P.

Se cunoaste ca pentru fiecare caz concret R din
S existd cel putin o problemd concreta P pentru care
R este solutia ei. Pentru rezolvarea problemelor din
clasa II este datd o multime de proceduri admisibile.
Fiecare procedura are forma (I, R), unde I reprezintd
simbolurile unei multimi de date concrete initiale si R
reprezinta simbolurile unei alte multimi de date finale.
Multimile I si R satisfac urmétoarele conditii:

1. Elementele din R se afla in anumite relatii cu
cele din I.

2. Numarul de elemente din / si R pot fi diferite.

3. In 7 si R numarul de elemente nu este fixat.

4. Valorile concrete ale simbolurilor din multimea
I determina Intr-un mod stabilit anumite valori pentru
R sau R = @. Deci pentru un caz concret / pot fi obti-
nute mai multe multimi concrete R.

5. Pereche de forma (/, ) reprezinta solutia vida.

A rezolva algoritmic problemele P din clasa IT in-
seamna:

*» a determina conditiile pentru care problemele au
solutii.

* a determina solutiile problemei pentru fiecare
caz.

* a elabora un algoritm care permite construirea
solutiilor.

Algoritmul de rezolvare reprezintd un sir finit de
forma A = {IJ.: j=0, 1, ..., m} cu proprietitile:

P=1I s 1 =E esteunelementdin S,

(., 1) € B pentru oricej=1,2,...,m

Pentru diferite probleme din clasa de probleme
date TT numarul de pasi realizati poate fi diferit. In
procesul calculelor, s-a observat ca unele secvente de
operatii sau instructiuni trebuie executate de mai mul-
te ori.

Schema generala de rezolvare algoritmica a pro-
blemelor IT are forma:

FORMULAREA CLASEI DE PROBLEME
U
ANALIZA DATELOR INITIALE SI FINALE
U
PROCESUL DE CAUTARE
A ALGORITMULUI

U

DESCRIEREA ALGORITMULUI
U

CERCETAREA SI VERIFICAREA

ALGORITMULUI

Aceasta schema este similara cu metoda generala
de rezolvare a problemelor de constructii geometrice
cunoscutd in Grecia Antica. Ea poate fi utilizata la de-
monstrarea unor teoreme si la rezolvarea altor tipuri
de probleme. Potrivit acestei metodologii, la fiecare
etapa se intreprind urmétoarele actiuni:

0. Formularea clasei de probleme.

La aceasta etapa se face cunostinta cu sensul pro-
blemelor din clasa I, se studiazd anumite cazuri par-
ticulare.

1. Analiza datelor initiale si finale.

Se indica cum fiecare caz concret R din S produce
0 unica problema P din I pentru care R este o solutie.

2. Procesul de elaborare a algoritmului.

La aceastd etapd se presupune cd un simbol R al
solutiilor § este o solutie a problemei P={p , p,, ....p }.
Se cduta anumite relatii suplimentare care pot sa con-
tribuie la elaborarea algoritmului ce rezolva clasa de
probleme. La aceasta etapa este indicatd o reamintire
a unor teoreme, formule §i a anumitor tipuri de pro-
bleme anterioare rezolvate ce ne pot ajuta in proble-
ma curentd. Construind siruri de perechi de forma
{Ij: j=0, 1, ..., k} cu proprietatile P = I si (IH’ Ij) din
B, problema initiala poate fi redusa la o altd problema.
Unele dintre datele I. pot fi obtinute §i prin anumite
Jtransformari admisibile” ale datelor I Aceasta etapa
se finalizeaza in cazul cand R, = E pentru un anumit
k si notam k = m. Cu aceasta algoritmul cautat este
stabilit.

3. Descrierea algoritmului.

Se descrie detaliat algoritmul elaborat la etapa pre-
cedenti: A = {Ij:j =0,1,..,mh

4. Cercetarea si verificarea algoritmului.

La aceastd etapd pentru fiecare j < m se determi-
nd conditiile C, pentru care R, # @. Notam C = {C
j=0,1, m 1}. In condltule C, problemele din 1
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au solutii. Dacé pentru careva I] vom avea mai multe
realizdri I cu conditiile C, atunci putem beneficia de
mai multe solutii care se obtin de diferite realizari ale
algoritmului. Daca exista solutii care nu se construiesc
cu algoritmul elaborat, atunci pentru acestea se cauta
alt algoritm, dacéd un asa algoritm exista.

In procesul elaborarii algoritmilor apare necesita-
tea ca unele secvente de pasi sd fie executate de mai
multe ori. Repetarea acestor operatii poartd nume-
le de ciclu. Pentru fiecare problema concreta numa-
rul de pasi in fiecare ciclu este finit si bine determi-
nat. De exemplu, in algoritmul lui Euclid numarul de
pasi este diferit pentru diferite cazuri particulare, iar
la fiecare pas se realizeaza teorema impartirii cu rest
pentru doud numere naturale cunoscute. In didactica
matematicii sunt cunoscute diverse abordari ce tin de
formarea abilitdtilor de rezolvare a problemelor prin
descoperirea treptata a algoritmilor corespunzatori si
a metodelor generale de rezolvare. George Polya [28]
descrie urmatoarele principii de rezolvare a proble-
mei: intelegerea problemei; elaborarea unui plan de
rezolvare; realizarea planului; revizuire si extindere.
Uneori, principiul intelegerii problemei este neglijat.
Exista diferite metode de rezolvare a unei probleme si
in acest caz urmeaza de ales metoda optima (mai favo-
rabild). La aceasta etapd apare necesitatea de a elabora
modele si algoritmi de rezolvare a problemei. in final,
este necesara analiza algoritmului elaborat, care poate
fi utilizat si pentru rezolvarea altor probleme.

Savantii din Grecia Anticd considerau analiza pro-
blemei o etapa principald in procesul de elaborare a
unui algoritm sau plan de rezolvare. Profesorul trebuie
sd ghideze elevii sau studentii in procesul de elaborare
a algoritmului de rezolvare a problemei. Cu acest scop:

1. La baza elaborarii algoritmului trebuie sa fie
acele teoreme si formule care au o legdtura directd cu
continutul problemei.

2. In unele cazuri este necesar de revizut rezolvi-
rile unor probleme similare analizate anterior.

3. Daca folosim un model concret, este necesar ca
acest model sa prezinte unul dintre cele mai generale
cazuri.

4. Algoritmul elaborat trebuie sa fie complet si sa
contind toti pasii necesari pentru a asigura trecerea de
la un pas al rezolvarii la urmétorul pas.

5. Algoritmul elaborat nu trebuie si contind con-
tradictii. Descrierea fiecirui pas urmeaza sa fie o con-
secinta logica a descrierii pasilor anteriori si o indica-
tie pentru urmatorul pas.

6. Se recomanda ca numérul pasilor din algoritm
sd nu fie mare (in functie de etapa de studii).

7. Algoritmul elaborat trebuie sa ofere solutii pen-
tru orice caz particular care are solutii.
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Prin urmare, din punct de vedere metodologic:

» trebuie sa formuldm problemele in mod explicit
si adecvat limbajului matematic;

= trebuie sd cunoastem limitele gandirii logice ale
elevilor sau studentilor;

= trebuie sd cunoastem limitele gandirii algoritmi-
ce;

* in cazul rezolvarii problemelor la calculator, tre-
buie sa cunoastem performantele calculatoarelor.

Diversi algoritmi se construiesc in [29] la rezolva-
rea problemelor si demonstrarea teoremelor din cur-
sul preuniversitar de geometrie.

DESPRE UNELE MARI DESCOPERIRI
iN MATEMATICA

Este important faptul ca elaborarea unor algoritmi
a impulsionat crearea unui limbaj matematic corespun-
zator. Nu orice clasa de probleme se rezolva algoritmic.
Din punct de vedere al informaticii, problemele cu un
numar infinit de solutii nu pot fi rezolvate algoritmic.
De reguld, rezolvarile nealgoritmice contin secvente al-
goritmice. Unele rezolviri pot fi considerate algoritmice
sub aspect general, dar nu sunt algoritmice sub aspect
computational care cere strict un numdr finit de pasi.

Exemplul 1. Sunt bine cunoscuti algoritmii pen-
tru operatiile de adunare, scadere, inmultire si impar-
tire a numerelor naturale. Acesti algoritmi folosesc un
anumit sistem de numeratie pozitional. In scoald se
aplica sistemul de numeratie zecimal. Calculatoarele,
de regula, utilizeaza sistemul de numeratie binar. Al-
goritmii respectivi nu pot fi folositi pentru numeratia
romand. Numeratia romand foloseste sapte simboluri
graﬁce -L V, X, C,D, M -, care reprezinta respectiv
numerele 1, 5, 10, 100, 500, 1000. Aceasta deosebire se
explica prin faptul cd numeratia pozitionald constituie
un limbaj pur matematic de prezentare a numerelor,
iar numeratia romana este o reprezentare simbolica,
in limbajul vorbit, a numerelor. Asadar, nivelul unui
limbaj artificial depinde de ,apropierea” lui de un
limbaj natural, insd nu orice ,apropiere” de un limbaj
natural (vorbit) ridica potentialul limbajului artificial.

Metoda algoritmica si calculul computational au
un aport esential la rezolvarea unor mari probleme
matematice. Vom da unele exemple.

Exemplul 2. Teorema celor patru culori a fost
prima teorema demonstrata cu ajutorul calculato-
rului. Istoria problemei celor patru culori incepe la
23 octombrie 1852, cAnd Francis Guthrie a observat ca
pentru a colora harta Angliei erau suficiente doar patru
culori. Aceastd observatie el a discutat-o cu fratele sau
Frederick, student la Universitatea din Londra, infor-
mandu-] apoi pe profesorul Augustus de Morgan, care
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a si enuntat ipoteza: sunt suficiente patru culori pentru
a colora o hartd ce reprezintd diverse tari, cu conditia
ca oricare doua tari vecine sa fie colorate cu culori dife-
rite. Asupra hértii se impun urmétoarele conditii:

» Harta trebuie sa se afle pe o suprafatd plana din
spatiul euclidian;

» Orice tara este un domeniu al suprafetei si orice
doua puncte ce apartin unei tari pot fi unite cu o curba
la care toate celelalte puncte nu apartin altor tari (con-
ditia de conexiune al interiorului tarii);

= Frontiera dintre doua tari este reuniunea unui
numar finit de curbe. Punctele unde se intalnesc mai
multe tari nu sunt considerate frontiera.

Cercetdrile problemei celor patru culori au fost im-
pulsionate de aplicatiile ei directe in algebra, geometrie,
topologie, mecanica etc. Percy John Heawood (1861~
1955), care si-a dedicat viatd cercetarii acesteia, in
1890 a descoperit o lacund in rezolvarea problemei
de citre Alfred Kempe din 1879 si in 1891 a stabilit,
folosind ideile demonstrarii lui Kempe, ca cinci culori
sunt suficiente pentru colorarea oricdrei harti plane
sau sferice. Ideile lui Kempe au un caracter algorit-
mic, folosit ulterior de multi cercetatori. In 1922 Philip
Franklin demonstreaza cd patru culori sunt suficiente
pentru harti cu cel mult 25 de tari. Aceasta problema
poate fi formulata si pentru alte tipuri de suprafete din
spatiile euclidiene cu mai multe dimensiuni. In 1910
Heinrich Tietze stabileste ca pentru banda lui Mbius
sunt suficiente sapte culori. In 1934 P. Franklin conchi-
de ca sunt suficiente sase culori pentru sticla lui Klein.
Pentru diferite suprafete marginite numarul cromatic
(numarul minim de culori) a fost stabilit de G. Ringel
and J. W. T. Youngs in1968.

In anii 1960-1970, matematicianul german He-
inrich Heesch a dezvoltat metode de utilizare a com-
puterului in vederea rezolvarii problemei celor pa-
tru culori. Impreund cu Ken Durre el a elaborat un
test computerizat in acest scop. Din pécate, Heinrich
Heesch nu a putut sd-si procure timpul necesar la su-
percomputer pentru a-si continua activitatea. Proble-
ma celor patru culori a fost rezolvata pozitiv de Ken-
neth Appel si Wolfgang Haken in 1976 [30; 31]. Ei au
aplicat ideile principale din lucrarile lui Alfred Kempe
si Heinrich Heesch pentru a elabora un program spe-
cial de calcul computerizat. Initial, demonstratia nu a
fost acceptatad de toti matematicienii, deoarece nu poa-
te fi verificatd manual. Pentru a risipi indoielile, au fost
propuse rezolvari mai simple, folosind idei similare re-
alizate la computer.

Exemplul 3. Problemele cu caracter algoritmic
au aparut in vremurile stravechi din anumite cauze.
Faptul ca numerele x = y = 0 sunt solutii ale ecuatiilor
x°-2y’=0,x*- 5y°= 0, x’ - 11y’ = 0 in multimea nu-

merelor intregi a adus la descoperirea numerelor irati-
onale, la introducerea marimilor necomensurabile, la
ecuatii diofantice, la determinarea rezolvabilitatii ecu-
atiilor diofantice care consta in a elabora un algoritm
capabil sa determine solutiile intregi, rezolvata negativ
de Yu. V. Matiyasevich in 1970.

Exemplul 4. Remarcabilul savant francez Pierre
de Fermat a formulat in anul 1637 pe campul cartii
Aritmetica a lui Diofant urmatoarea ipoteza, care apoi
a fost numita Marea Teorema a lui Fermat: Ecuatia
diofantica x" + y" = z"nu are solutii, daca n > 3 este
numar natural, iar x, y, z sunt numere intregi ne-
nule. Inci din antichitate era cunoscut ci pentru
n € {1,2} ecuatia x" + y" = 2" are o infinitate de so-
lutii in numere naturale. Cazul n = 4 a fost cercetat
de insusi Fermat. Cazul n = 3 a fost demonstrat de
Leonhard Euler in anul 1770, se cunoaste ca acest caz
a fost examinat anterior de Abu Mahmud Hamid ibn
Khidr Khojandi (cunoscut si ca al-Hodjandi) inca in
secolul al X-lea, dar lucrarea sa a fost pierduta. Cazul
n = 4 a fost examinat de Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet si Adrien-Marie Legendre in 1825, iar cazul
n = 7 de Gabriel Lamé in 1839. Ernst Eduard Kum-
mer in anii 1837-1846, studiind Marea Teoremad a lui
Fermat, introduce cu ajutorul teoriei idealilor corpu-
rilor comutative notiunea de numere prime regulate si
reuseste s o demonstreze pentru asa numere. Euler,
cercetind cazul n = 3, a inaintat in 1769 urmatoa-
rea ipoteza: pentru orice numar natural n > 2 nenul,
suma puterilor de exponent #+1 a oricaror #n numere
naturale nu poate fi un numar natural la puterea n+1.

Multi matematicieni de seama au incercat sa
demonstreze Marea Teorema a lui Fermat [32]. Pe
marginea ei, a fost inregistrat cel mai mare numér
de demonstrari incorecte. David Hilbert, in rapor-
tul sau Probleme matematice, prezentat la cel de-al
II-lea Congres International al Matematicienilor in
anul 1900, a declarat ca aceasta teorema este nesem-
nificativd, dar ciutarea demonstrarilor s-a soldat cu
rezultate profunde in teoria numerelor. Cercetari
surprinzatoare au fost efectuate in a doua jumata-
te a secolului al XX-lea. In anul 1955 matematicie-
nii japonezi Goro Shimura si Yutaka Taniyama au
presupus cd exista o legatura intre curbele eliptice
si formele modulare (conjectura Taniyama-Shimu-
ra-Weil), doud domenii complet diferite ale matema-
ticii. Aceastd ipoteza a fost redescoperitda de André
Weil in 1967. J. Lander si T. R. Parkin [33] in 1966,
folosind cu succes primul supercalculator CDC 6600,
determina cd 27°+84°+110°+133°=144’ si prin aceas-
ta stabilesc ci ipoteza lui Euler nu este adevirati. In
1988 matematicianul american Noam Elkies ofera un
sir de contra exemple cu primul din ele: 2682440* +
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15365639* + 18796760* = 20615673*. La construirea
acestor exemple se aplicd teoria suprafetelor algebri-
ce cu puncte rationale, calculatorul, calculul numeric
si simbolic, programul de calcul MACSYMA [34].
Gerd Faltings in 1883 demonstreazd ipoteza lui Mor-
dell despre finitudinea punctelor rationale pe o cur-
ba algebrica de genul ¢ > 2. De aici rezultd cd pentru
n 2 5 curba algebrica x"+y"=1 este de genul g > 2, iar
ecuatia x"+ y"=z" are un numar finit de solutii x, y, z
reciproc prime. Gerhard Frey a sugerat in 1986 ideea
ca conjectura Taniyama-Shimura-Weil implica Ma-
rea Teoremad a lui Fermat, iar Kenneth Ribet confirma
aceastd implicatie in 1986. Deductia sa dovedeste cd
Marea Teorema a lui Fermat are legéturi esentiale cu
valoroase domenii ale stiintei si contestd afirmatia
lui Hilbert cd ea este o curiozitate nesemnificativa
in matematica. Pe moment, bazindu-se pe ideile lui
Kummer si folosind calcule sofisticate la computer,
matematicienii si informaticienii au putut extinde
demonstrarea Marei Teoreme pentru toti exponentii
primi pana la patru milioane. Aceste rezultate conti-
nuau si alimenteze speranta cd Marea Teorema a lui
Fermat este falsa. Dar in 1993 Andrew Wiles lansea-
za o noua demonstrare. Aceastd demonstrare nu era
completa si peste un an el, ajutat de Richard Taylor,
propune demonstrarea partii esentiale a conjecturei
Taniyama-Shimura-Weil care implicd Marea Teorema
a lui Fermat [35; 36]. Demonstrarea data contine re-
zultate spectaculoase ale teoriei analitice a numerelor
si geometriei algebrice.

Istoria rezolvérii multor probleme stiintifice con-
tine elemente de aplicare a conceptului de algoritm
insotite de momente senzationale.

Exemplu 5. Este bine cunoscut algoritmul lui
Euclid de calculare a celui mai mare divizor comun a
doud numere naturale. Acest algoritm permite sa de-
terminam multiplii comuni a doua numere naturale a
si b diferite de zero:

1. Calculdm cel mai mare divizor comun c.

2. Calculdm produsul d=a- b.

3. Calculam cel mai mic multiplu comunm =d: c.

{nm:n=1,2,3, ...} este totalitatea multiplilor co-
muni.

Pasul 4 nu poate fi realizat la calculator. Asemenea
situatii pot fi intélnite la rezolvarea ecuatiilor trigono-
metrice.

CONCLUZII

In procesul de dezvoltare a copilului, volumul
cunostintelor se extinde si se condenseazd. Dezvol-
tarea gandirii este rezultatul a doud procese. Primul
proces, de ordin biologic, tine de neurofiziologie -
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cresterea si dezvoltarea neuronilor, crearea legaturilor
dintre ei. Al doilea proces, de ordin sociopsihologic,
este determinat de relatiile cu societatea, de perceptia
altor oameni [25]. Acest proces include in sine studiul
limbilor si procesul educational de care depind com-
portamentul social, dezvoltarea abilitatilor, capacitati-
lor intelectuale si celor morale. Este evident ca orice
organizare a comportamentului unui sistem impune
anumite restrictii asupra sistemului §i cu cat acesta
este mai complex, iar conditiile privind gradul de li-
bertate sunt mai rigide, cu atat restrictiile sunt mai ri-
guroase. Din aceasta cauza orice proces de prelucrare
algoritmicd a informatiei conditioneazd urmatoarele:

* 53 fie corect determinate conditiile initiale si cele
finale;

» descrierea datelor initiale si a actiunilor de la
executarea flecarui pas al algoritmului sd fie clar si
precis specificatd, eliminandu-se ambiguitatile in in-
terpretare si in proceduri operationale.

Aplicarea metodei algoritmice in activitatea de
rezolvare a problemelor este determinatd de modul
de descriere a diferitor procese complexe. Rezolvarea
problemelor prin orice metode necesita cunostinte te-
oretice, capacitati de sintezd si control, precum si abi-
litati creative.

Pentru a forma o gandire rationala, constructiva si
algoritmica este necesar de a elabora suplimentar di-
verse materiale didactice ce contin demonstrarea unor
teoreme si probleme cu continut practic care pot fi re-
zolvate prin metode algoritmice. Multe procese natu-
rale si multe activitati umane se descriu intr-o forma
algoritmica. Pentru a invata matematica este necesar
de a invita sd rezolvi probleme, dar este necesar si de a
reprezenta procesele reale in mod rational, sa dezvolti
capacitétile de analiza si sinteza.

Unii considerd cd metoda algoritmicd nu dezvolta
creativitatea. Aceasta se poate intampla in cazul cand
cu algoritmul elaborat vom rezolva multe probleme din
clasa de probleme data. Orice algoritm este o secventa
de algoritmi mai simpli. In acest caz creativitatea con-
std in arta si iscusinta de a crea secvente din algoritmi
mai simpli. De exemplu, reducerea rezolvarii unei pro-
bleme la o ecuatie patratd si aplicarea la rezolvarea ei
a algoritmului lui al-Khwarizmi contine un element
esential de creativitate. Probleme de acest tip sunt mul-
te. Gandire algoritmicd inseamna prezenta abilitdtilor
si competentelor de a aplica algoritmi la rezolvarea
problemelor si de a constientiza secvente de algoritmi
in demonstrarea unor teoreme. Algoritmizarea este o
cerintd fundamentald in rezolvarea problemelor cu aju-
torul calculatorului. Metoda de rezolvare a unei clase
de probleme poate fi de tip algoritmic daca problemele
sunt descrise intr-un limbaj matematic sau aproape de
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cel matematic. Aceasta reprezintd o conditie necesara,
dar insuficientd, intrucat nu fiecare operatie matema-
tica elementard corespunde unor proceduri elementa-
re cand sunt executate intr-un limbaj de programare.
Orice algoritm cunoscut si aprobat la rezolvarea anu-
mitor clase de probleme poate constitui un pas ,,ele-
mentar” al unui alt algoritm. Acest fapt poate fi realizat
cu succes cand se aplica diverse soft-uri (de exemplu,
aplicatiile software Mathematica, GeoGebra, S-PLUS,
MuPAD, Macsyma, MATLAB, Mathcad, Maple) la re-
zolvarea algoritmicd sau partial algoritmicd a claselor de
probleme.
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